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A Primary School Induction Argument

9.2 A Primary School Induction Argument
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Exercise 9.2 (Solution on page 445)
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Exercise 9.3 (Solution on page 445)
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9.3 The Induction Argument
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� ��� �� �������� �� �� ��� inductive hypothesis � ���
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� ����� � � ����

&�� ������ ���� ��������� � ��� ��� #�������� ���� ��#� �� ��������� �� �������

���� ��� #��#���� � ���� ����� ������ ���� ��� '��� � ��
 ��� ��� �# ��
������

	 � ����� ��� ��� ����� 	( ����
��� �� ����� ��� ��� ����� 	)�

*� �� �������� �
����� � �#���� �� ��'����� ������ �� ��
����� ��������

����+ �+���� �� �� ������ ��	� ,� �� ��� #���� ���� ��� '��� ��
��� �����

������ ���� #����� ������ ��� ���� �� ��� ��
��� ������ ��� ��"� ��
��� ����

���� ������ ���� #����� ����  � ��� #�������� ��
����� ���� ���� �� ������ ��

�������� ���� ��� �� ��� ��
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����� �� �"������� ��� .�������� ��
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 �� ���� ���� ��� ����
 ��� ��� '��� �������� ����� ���#������ $��
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 �� ���� ��� ��
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 ��  �������##��� ����
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��� ����
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��� ���� ��� ��
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Example 9.3

Fact: ��� ��� � � ��


 � ! � � � � � � � � �
�,��
-

! �

Proof: �� 	�����	�� �� ��

Base Case: #� ���� �
��


 � ! � � � � � � � � � � �
�,��
-

! �

Induction Step: #� ����(� �
��� ��� ���� ��


 � ! � � � � � � � � �
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��� ���( �
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Exercise 9.4 (Solution on page 446)
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�����
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Exercise 9.5 (Solution on page 447)
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Exercise 9.6 (Solution on page 448)
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Example 9.6

Fact: -�� ������ �� (� ��$� �� �� ��� � . (���� ��� �� ���� �( ����

/� � �%(���� ��� 0%(����  ���( �

Proof: 1� ��������� �� ��

Base Case: - �%(����  ���( ��� � 0%(����  ���( ��2� �( . (�����

Induction Step: -  ��� ���� 
� ��"� � ���������� ��  ���  ���( 
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Exercise 9.7 (Solution on page 449)
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Exercise 9.8 (Solution on page 449)
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if ��� then return �

else return ������  !�� �

���� ���
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���"��#	�� ��	����	�
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�
�� �� ���

������  !�� �� �� ����

$���% �� �	������	 �	 �% ���� ���� � �� ��� ��� � � ��

9.4 Strong Induction
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Example 9.8
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Fact� ���� � � ��� �	��
 � � ��

Proof: 

 �������� ��������� �� �� ������� �
 ����� �� ��� ����������� ��

��

���: ���� � ��

��� even: ���� � � � ������

� � � ����� � �� ��� �������	�


� odd: ���� � ������ � �

� ����� � � � �� ��� �������	�


�

Exercise 9.9 (Solution on page 450)
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 ������ ��  ��!���
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9.5 Induction Proofs from Inductive Definitions

&� ���'�� ���#��� ��' �� ��$�� ��������� �������	�#
� ����� ��� (��!����

��!���� �
�
�%)�! #� *�+� ��� ��� ,�������� ��!���� �%)�! #� *�����

-��������  ����� ��� ������##
 ���� �� ������ ����� ���� �������	�#
.��$���

���������� �� �	������� �
 ��� ��##�'��� �)�! #���

Example 9.9

Fact: ,�� �## � � ��

�� � �� � �� � � � � � �
�

� ������
�
� ��

Proof: 

 ��������� �� ��

Base Case �� � ���

�� � �� � �� � � � � � �� � � � ������� � ��
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Induction Step: �� � ���
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Exercise 9.10 (Solution on page 450)
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Example 9.10

Fact: �� � �� � �� � � � �� �
�
� �

��� � � �
	 ��� � � ��

Proof:  � �����
�
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� ��

Base Case �� � ���

�� � �� � �� � � � �� �� � �� � � � �� � � �� � ��

Induction Step �� � ���
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Exercise 9.11 (Solution on page 450)
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Example 9.11

Fact: ��� ��� � � � ��� 	�� ��� � � 
� �
����� � �

�
�
��� 
 �

��������

Proof: �� ������ ����� � � �� ����� ��� �� ����� ��� ������ �� ���������
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Base Case �� � 
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Induction Step: �� � � !
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9.6 Fun with Fibonacci Numbers�

%� ���� ������� �� ������� ����� �������� ��������� ��&������ ��������&

��������� ��������

9.6.1 A Fibonacci Number Test

'������ �� ��� &���� �� ��������� �������� ����&�� � ��� ��$�� ������� ��

��� �� �� � ��������� ������� ��� �������� ��� ��&�� �� ��������� �������

�� ��� ��� ������ (
) �� � ��������� ������* "�� ���� �������� ��� �� ��

��� ��� ��������� ��������� �� ������� ���������� ��������� ������� �����

�� ����� ��� + ���� ��$��� + ������ (
)� "��� ��� �������� ��� ���������,

�� ��� ������� ��� ��� 	�������& ������ ����!

� �������� �	��
�� � �� � 
���	���� 	����� ��� �	� �	�� ���
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Exercise 9.12 (Solution on page 451)
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Exercise 9.13 (Solution on page 451)
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�
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���.

Theorem 9.13 Fibonacci Test

� �������� �	��
�� � �� � 
���	���� 	����� ��� �	� �	�� ��� ����� �� � �������
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�)  !� quadratic formula �!
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9.6.2 A Carrollean Paradox
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Exercise 9.14 (Solution on page 452)
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Exercise 9.15 (Solution on page 452)
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9.6.3 Fibonacci Decompositions

��	 �����	 ����	  ������������ ��	��	� ����	� ���� ��! "�����#	 ���	�	�

� ��� � �����	 �	���"������� ���� ��	 "������ �
 "���	 ����	���  ��

	$��"�	
 ��	 ����	� �%&�' �	���"��	� �����	�! ���� ��	 "������ �
 "���	�

�� 
������(

&�' % ) � ) � * � �&�

��	 "���
 �
 ���� ��	��	� �� �����	� ��� �! ��������� �� �
 ��� ��� �	 
����

�� ��! ��� ��	 ���� ����� ���	��� �	
	�	��	 ���+� ,	�	
 �	 "�	�	�� � �������

�	���"������� �	���� ����� �	 ����� -�� ��	
�� ���	��

Example 9.15 Zeckendorf’s Theorem

Fact: .#	�! ���	�	� � � / ��� �	 	$"�	��	� �����	�! ��

� % ��� 0 ��� 0 ��� 0 � � � 0 ���

��	�	 /� �� � �� � �� � � � � � ��� 1,	�	
 �� � �	��� ���� � � ��)�2

 �� 	$��"�	
 �// % & 0 � 0 �� % �� 0 �� 0 ����

Proof:  ���� �	 �	��������	
 �! ��������� �� �
 ���� 
�� ��� � � �


��� 0 ��� 0 ��� 0 � � �0 ��� � �����

��	�	#	� /� �� � �� � �� � � � � � ���

Base Case 1� % �2( ��� � ����� �� �� � ) ����	 /� ���

Induction Step 1� � �2(
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9.7 When Inductions Go Wrong
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Example 9.17 Sorites Paradox
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�
�
� � ��������� �

���� �� &��	� �� 
�� sorites paradox �� 
�� heap paradox � ��� ����

����� ���� 
�� 2���& 	��� �
�
� ����3�	� ������� ,����-� /
 ������ �� 
��

 �������� �� 	���� ���� �� ,����- ��� ,����- ��� ��� ���#  ����
����� ����

�� 	���� ����� � ������� ��� ������
� �������
��� ��  ���� ������� ����������


� ���� � �
 � ����������� �����������

� ' ��� 	�
� ���# 0 ���� �� ������# �����
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When Inductions Go Wrong

� �� � ��� ���	 
��� 
 	��� �� �����

�	�� � ��� ���	 
��� � 	���� �� �����

� �� � ��� ���	 
��� � 	���� �� �����

�	�� � ��� ���	 
��� � 	���� �� �����

���

� �� � ��� ���	 
��� �� ��� 	���� �� �����

�	�� � ��� ���	 
��� 
�� ��� 	���� �� �����

���	 
� �	��� 
��������
�� �� ������� ��� ������ ��� �	������ �	�� ��� �
���	��

���
�� �� �
 �
������ �	�� � ��� ���	 
�� ��� 	���� 
� 	�� 	��� �� ����� �

�	
��� �
������ ������

�� ����
���� ��
�� �������� �� �� ���������� �	�� �� ��� ����� ���� �


����
� 
��� �
������ �	�� ��� �� ���
�
���� ������ ��� ������� �� �	� �
�����

����� �� ��� �
 ������� �	���

 	� �
����� �����
! ��
����� � ������
��� �
� �	��
�
�	��� ������� �


������ �	� �������� 
� ��������� ���������� ��� ������ 	������ 
� ���"������

����� ���
��� ��
� �	� ���
�� 
� ���	�������� #
������ �� �	� ��!� �!"

������ �� ��
���� � ������ ���
� 	����� �� �� 
�	������ ���"���	� ���������

�������� �	��	 ����� �
 � ������� ����� �
������
�� $�� �
� ���
��� �	��

���
�%

Exercise 9.17 (Solution on page 452)

&	�� �� ��
�� ���	 �	� �
��
���� '��

�( �	�� ��� ��
��� ��� �	� ���� ���%

&� �	
�� �� �������
� 
� �� �	�� �
� ����� �
������
� � 
� � � � ��
���� ���

��
��� �� � ��� �	� ���� ����

Base Case )� * �+,  �������� �	� ����� 	
��� �	�� � �
������ 
� � ��
����

Base Case )� * 
+,  �������� �	� ����� 	
��� �	�� � �
������ 
� 
 ����
��

Inductive Step )� � 
+, -������� �	�� �	� ����� 	
��� �
� ��� �
������
��


� ��.� ���� �	�� �� �� �	
� �	�� �� 	
��� �
� ��� �
������
� 
� ��.� ��

/�� � �� � �
������
� 
� � ��
���� /�� � � ��� � �� �� ��
 
����������

�
������
�� 
� ��
��� �	��	 �
���	�� ��0� �� �, � * � � � � ��� 1� �	�

��������� ��������
�� ��� ��
��� �� � � ��� �	� ���� ���� ��� ��� ��
���

�� � �� ��� �	� ���� ���� -� � � ��� � �� 
������� ��� ��
��� �� � ���� ��

�	� ���� ����
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Proofs by Induction

9.8 Examples of Induction in Computer Science

��� �������	
 ���
��� �� ������� �� ��� ���� �� �	������ ����� ������ �	 ���

����� �� ��
�����
��

Example 9.18

��	����� ��� �������	
 ��������� ��
�����
��������� �� �� ��� ���������	


��� �� ����� � �	� � ���� ������������� ��� 
�	�
�
 �	� 
���
�
 ������

�������	
 �	 ��� ����� ��� � � ��� ������	 ��� �	����� � �	� �� �	���������

���� �	��	���	 �� �� �	������� ���� ��� ��
�����
 ���� ��������� �� ����

��������� �� ��

� if �  � then return ������ �����

! else if �  ��� then

" if ���� � ���� then return ������ �����

# else return ������ �����

$ else

% ����������� :=��������� �� �&��

' ����������� :=��������� �&!� ��

( return
�

�	������������ 
�������������

�

)� ��� �	�������� �	 ���������	
 ��� 	�
��� �� ��
������	� ����� ���� ��
�*

����
 
�+��� �� �	 �	�������	 �� ��� ��	
 �� ��+�� �� ������� �� ��
������	

�� 
��� �	 ��	� "� �	� ��� ��� 
��� �	 ��	� ( �����
� ��� ��� �� ��� ��	����	�


�	 �	� 
���� , ��
��� �	������ 
���� �� ���� ��� 	�
��� 	 ��� �� ��
���*

���	� 
��� �� � ���� �� ��������� �� �� ���� �  ���&� �� �� �������-

�� �� �  �� ���� ��� �� �  �� ���	 ��� ��
�����
 ���
�	���� �	 ��	� �

������� 
�+�	
 �	� ��
������	�� ���� 	 �.�  .�

!� �� �  !� ���� ��� �� �  ���� ���	 ��� ��
�����
 ���
�	���� �	 ��	� "

����� 
�+�	
 �	� ��
������	� ���� 	 �!�  ��

"� �� � 
 ! ���	 ��� ��
�����
 
�+��

��� 	 �!� ��
������	� �	 ��	� %/ �������� ��

��� 	 ���!� ��
������	� �	 ��	� '/ �������� ��

��� ! ��
������	� �	 ��	� (

������ ���
�	���	
� ���� 	 ���  	 �!� & 	 ���!� & ! ��� ��� � 
 !�

��� �	������� ��0	����	 �� 	 ��� �� ���� ��

������ �� ��������

	 ���  .

	 �!�  �

	 ���  	 �!� & 	 ���!� & ! ���� � 
 !�
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Examples of Induction in Computer Science

Fact � ��� �
�
��
�

�
� � ����	� ��� 
� � 	�
���� 
� �� ��� ���	��� 
�����	��

Proof: �� 
��
��
�� �� ��

Base Case �� � ��� ����	�� ��� 	��
�� 
� �	
� ���� ��� �	 ����

Induction Step �� � ��� �
����� ��� 	��
�� 
� �	
� ��	 ��� ���
�� � � �

��	 ���� � � ��  � ��	�
�
��	!

� ����� �
�
������

�

�
� � �

�
��
�

�
� "�

#�
�

� ��� � � ��� $ � ����� $ �

� � $
��

��
�

�
� "

�
$ � ��� �������	
 ���
��
����

�
�
��
�

�
� �� �

#�� ��%� ��� �%������ ����	
&� ��� �����
'
� �� structural induction !

��
�� 
� �	�
�&�� ��� ���� 
���	���� ��	
��� �� 
��
��
�� �
��
� ����
�
���

Example 9.19

(�� � &� �� �����&�� �����
�
�� ��� ������ ��� �
��
��� ���	����	� � ��� 	�

Fact �
 �� 
	 ��	 ��� ��	�� 
 � ���

Proof: �� 
��
��
�� �� �
�����
��

Base Case ��
�����
� � )��  � ��
� ����! �� �
�� ���� ���� 
 � �! ��

�
 � � �� 	 � 
	�

Induction Step ��
�����
� � )�� *� ����
��	 ��� �
&�����! ������
�� ��

������	 
 &��
�� �
�� ��� ���	����	 � �	 �
�� ���� ����	 ���	����	 ��


 � �
: �
��� �
�����
� � �
�����
��� � �
�����
�! �
 �� 
	 &�

��� 
��
��
�� ��������
�� +����

�
 � ��
 �� �
	 � 
	�


 � �
 (where � �� �): �
 � ��
 �� �
	 � 
	� �

#�� �&��� 
� �� �%����� �� � �	��� &���� �� structural induction � ���


��
��
�� ��������
� ���
��� ���� ��� ���
� ����� ��	 ��� ������	 ��	
��
	��

�
� ��
� ����! ��	 ��� ���	��	 ��	���! ��� 
��� ��
� ���
���
�� �� ����&�
��

���� ��� ���
� ����� ��	 ��� ��	
��
	� 
� '
���
��� ,�	 ��
� 	�����! �
��
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Proofs by Induction

� ����� �� �	��
���	 �������
 �� �� � ����� �	 ��
�
���� �� ��� ����
���� ��

���
�� ��
 ����
 ���� ��������	 �� ��������
 �� ��������

Proof: �	 ��
�
���� �� ��� ����
���� �� ���
� ����� ��� �� ����� ��� ������

��� � ���
 � ��
�� ��� ��
�
���� �	�������� ���� �� �� ���� ��� ��� �������

���
��� ������� �	 
���� �� ��� ����
���� �� � ����� ��� �� 
����
�� �� ����

����� �������� ����� �� �� �����	 �� �� ��
 �� ����� � �� ���

� � �: �� � � �� � � ���

� � ��: �	 ��
�
���� ����
� � �� ������� ���� ��� �� �� ��� ��

�� � ��� �� ��� � ���

� � �� (where � �� �): �� � ��� �� ��� � ���

�� ���� ��� ������� �������� ������� ��� ��
������ �������������

Example 9.20

Fact� ����	 �����	 ���� � ��� ���
��	 ��� ���� ���� ���� �������� ��
��

Proof: �	 ��
�
���� �� ��� ����
���� �� �� ������� �	 
���� �� ��� ����
����

�� ��

� � �:  �� ���� � ��� ! ���� ��
 " �������� ��
���

� � 	���
 ���: �	 ��
�
����� �� ���� � � !
 #� ���� ���� �� ��
�� ��
 ��$!

������� ��� ���� ��
 ��� ��� ���� 	���
 ��� ���� ���� ��$��$! ��
��

��
 ���$!� $ ���$!� � ���$��$!�$! ������� �

Exercise 9.20 (Solution on page 453)

%���� �	 ��
�
���� ���� �������
�$$
�� � �������
�� $ �������
�� ��� ���

����� 
� ��
 
�� ����� ��� ��
�
���� 
�&������ �� ��� ������ �� � ���� ����

������� '�!#� ��
 	��� ��
�
���� 
�&������ �� ��� �����
 ���
���� ����

����
��� '�!(�

9.9 Additional Exercises

!� %���� ��� ��������� ���
 ��� ��� � � "� �	 ��
�
���� �� ��
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Additional Exercises

��� �� � �� � �� � � � � � �
� � �� � � � � � � � � � ���	

�
��
 �
 ����� �
 ���������	
	 ����
����

��� �� � �� � �� � � � � � ������� �
�������������

� 	

��� �� � �� � �� � � � � � ������� � �
����� � ��	

��� ����� � ����� � ����� � � � �

� � � � ����������� �
����������������

� 	

��� ����� � ����� � ����� � � � � � ����� � ������� �	

��� �
������ �

� �
������ �

� �
������ �

�� � �� �
������ �

� �

��� �	

�	 ���� ���� ����� � � � ��� �� � !��

�� "��#"�$� �


������ � ������ � ������ � � � � � �
�
����

����� � � �� � �	

�	 %����& �� ���"����� �� �����& ���� ��� �$$ ��� � �'

������ � � � �� � ������ � � � ������ � ������ � � � ������

� � � � � ����������� � � � �������

�
���������������� � � � �����

��� 	

�	 %����& �� ���"����� �� �& ���� � (���� 
�� ���� � �$�)���
 ��
 ��


"�
��
	

�	 *�(�� ��� 
�#"���� ���� ��� ��� � � �� �
 ��$$��
' �� � �+ �� � �+ �� � �+

��� ��� �$$ � � �&

����� � ����� � ��� ��� ��� � ����� � �����	


�"
 ��� � �)!$�'

��� ' �� � ��� � ��� �� � ��� � ���

��� ' �� � ��� � ��� �� � ��� � ���

��� ' �	 � ��� � ��� �
 � ��� � ���

����& �� ���"����� �� �& ���� �� � 	� ��� �$$ � � �	

,	 *�(�� ��� 
�#"���� �
�� 
�� 
�� � � �� �
 ��$$��
'


� � �+ 
��� � �
� � 
�

�� � ��	

����& �� ���"����� �� �& ���� 
� �
	�
	���

��� �$$ � � �	

-	 %������ � ������� !���� ��� ��� �$��) )��� �� . �)!$� /	�,	

0	 �"!!�
� ���� �� � !�����"$�� ��"����& ����� ���� �
 ���1���& ��� �����

!��� �� �����
 �
 ��������� �� � ���$� ��� ������ ����	 ����& �� ���"�1

���� �� ��� �")��� � �� �����
& ���� ����� � �
�
 � ���� ����� ��� ��

������� ���) ����� ����� ���� ������ ������$� �� ��� ��$� ��� ����� ����	
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Proofs by Induction

�� ������	 
������ � 
������� ���	
 �� ��	 ����	 �	��	�
��� �� ������� ��

���� 
��	�����
�� ��	 �	
������ ������������ �
 �� �	 ������	
 ���	 �

���� ���� �� ��� ���
	���� ��������	
� �� ��� ��	 
��	 ������ ����

��� �������	
 ����� �		� �� � 
����	 ����� ��� �� 	 ��	 
��	 ��������

!���� �� ��
������ �� �� ���� ���� ��� ������
 ��	 �		
	
�

�"���# !����
	 ��� �� 	 
��� � ������	
 ����	 ���� � ���	
� ��
 ���


��� � �	� ���	$ ��	���� ��	 ��������� ���
����� %���
 ����	�	 	��	��

����

 ���
 �	� &���
	�'� "�� ��� ��� �	
���	 ��	 ��������� ���
�����

������� ���	���� ��	 ������
 �� ��	 
�
	 �% ���
 ���
	�(�

)*� + ����	����� �% � �����	
 
���� �� ��	 ����	 
� �
	 ��	 ����	 ���� ����
�

!��� ���� ��� ��� ������ ��	 ����
 ���� ��� ������
 
� ���� �� ���

����
 ���� � ������ ����
��� ���	 ��	 ������	
 ��	 
��	 ����

�"���# !������ �� ��	 ��	 ���
 	�	���
	��

))� ,�� ��	 �� 	� � -��-� ��	��	�����
 ���� ��	 ����� 
.���	 �����������

����	
 �� ��	 ����
 ��
 ��	 �	������� /��) 
.���	
 ����	� ,�� ��	

��
� �� 	� � 
����� �% ���	
 ����� ���� ���	 -�- ��	��	�����

 ���� ��	

����	� 
.���	 �	�� 	
� ,�� ���� �� ���	 ��	 ��	��	�����
 
� ���� 	���

����	 
.���	 �
 �� 	�	
 	������ ���	� ����	 ��	 ����� 
.���	 �	����


���� 	�	
�

!���� �� ��
������ �� �� ���� ��	 -��-� ��	��	�����
 ��� �	 
� ���	
�

%�� ��� � � *�

�"���# 0�� ��	 ��
���� 	 
�	�� ����	 ��	 ��
� ���	 ��

��	 �	���	 �% ��	 ����
 ���� ��	 ��� �� ��	 .��
����

���������� ��	 ����� 
.���	� ��
 ���� �� ��	 %���

-��� � -��� .��
����
��

)-� ,�� ��	 �� 	� � ��	��	�����
 �� ��	 
���	 �% �� 	.�����	��� �������	

���� 
�
	
 �% �	���� -� ��
	 �� �% 
����	� 	.�����	��� �������	
 ����


�
	
 �% ���� �	����� ��	 �����
� 	.�����	��� �������	 �
 ����� ��� ���

���	�
 ��	 ����	� ,�� ��	 ��
� �� 	� � 
����� �% ���	
 �� ��	 %��� �%
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Additional Exercises
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Proofs by Induction
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