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1.1 Propositions and Deductions
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%� Either this man is dead or my watch has stopped.

&� My watch is still ticking.

Therefore

'� This man is dead.
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%�� This man is dead.
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%�� My watch has stopped.
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Propositions and Deductions
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Propositional Logic

Exercise 1.1 (Solution on page 405)
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Exercise 1.2 (Solution on page 405)
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Propositional Logic

1.2.1 Propositional Variables
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1.2.2 Negation
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Exercise 1.4 (Solution on page 406)
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Exercise 1.5 (Solution on page 406)
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 $������ ��� ��
� �
' ���� � ��� � ��	 ���	�

�� ������������
 
����� ��	�	 ��� �	 �� ���������� ��	 ���� �� �
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Exercise 1.6 (Solution on page 406)
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1.2.4 Conjunction
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Exercise 1.7 (Solution on page 407)
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1.2.5 Implication
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Exercise 1.8 (Solution on page 407)
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Exercise 1.9 (Solution on page 407)
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1.2.6 Equivalence
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1.2.7 The Syntax of Propositional Logic
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1.2.8 Parentheses and Precedences
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1.2.9 Syntax Trees
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1.3 Modelling with Propositional Logic
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� ���� ���� ��� ���� 
� �� � ���
�

��  ��� !�"" ��� ��#�� ���� �� �������

$� %�� ����&� ������� ��� ��#� ���" ��

���

'� ���� ��
 ��������� �� 
��� ���
 ��� ���
��

(� ���� ��
 ��� ������� �#�� ��� ��
� ��� �����

)� *�� ��
� ����
 ���� ��#� ��� ���� �� �������

+,����� ��� -���� .������ ��� "��� ��� �����������

Exercise 1.15 (Solution on page 410)

/������
� 
�� ����� ��� ���
���� �� ����� ������
�" �� +,����� ��� ��
� �����0

��
����� ����� ����� 
�� ��������� �������
����� #��������


� RightToCastleLeft 1 RightToCastleRight


2�� ��#� 
�� ����
 
� ���
�� ��
� 
�� ���� 
� 
�� ���
 1 ����
�

� MayCastleLeft 1 MayCastleRight


2�� ��� ������� � ���
���� ��#� ��
� 
�� ���� 
� 
�� ���
 1 ����
�

� KingMoved
 /�� ���� ��� ��#�"�

� LeftRookMoved 1 RightRookMoved


/�� ���
 1 ����
 ���� ��� ��#�"�

� PieceBetweenLeft 1 PieceBetweenRight


/���� �� � ����� ��
���� 
�� ���� ��" 
�� ���� 
� 
�� ���
 1 ����
�

� KingAttack
 /�� ���� �� ��"�� �

����
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� LeftSquareAttack � RightSquareAttack�

��� ���	
� �� ��� 
��� � 
���� �� ��� ���� �� ����
 	��	���

� KingMoveLeftAttack � KingMoveRightAttack�

��� ���	
� ��� �� ��� 
��� � 
���� �� ��� ���� �� ����
 	��	���

��� ��

����� ����
� �	� 	���	
 �	
� 	� �
�� ������ ��� �� �������

��
�
�����
� ����
� ���� 	��
�	���� 
����	

��

Exercise 1.16 (Solution on page 410)

���
� ��
� 	�� !��	
 ��"� #�	��	 ��� ��

����� ����
�� ��� ��
�� �� ����

�	�� �
��� ����
 �	�� �� 	 ����� �� �	��
� 	�� ���� � ��	��� ��� ������ ��

�	��
 �� ��	� �� ��� �	� ��� ����� ���� ����
 ��� �	�� �� ��� ���� ����

��
� ����� ������ �� �	��
 �� ��	� #�	��	 �	�$� ��� ��	�$� �� ����� ���

��

 ��
 ��	� �	�� �	� ��� �	�� �� ��� �� ��� ����
�� 	�� ���� ��	

���� ��


�� ���
� ��� ��� �� ��
���� �	�� �	��� %�� �� 	

���� �� 
��� 	� ��� �	��

�
����� �� 	�� ��� ����� �� �	��
�

&� '�"� 	 �
���������	
 ��
��
	 ����� � �
����� ��� �	�� ��	� �	�� ���

��
�� ��� �� ��� ������ �� �	��
 ��� �� ��� ��
�� ��� ����� �� �	��


���� ����
 ��� �	�� �� ��� (�� ��� ��

����� �
���������	
 "	
�	�
��

�� �� �����

JonF� )Joel* �� �� ��
� $� �	��
�

JonO� )Joel* �� �� !��	
$� �	��
�

FonJ� )Felix* �� �� ���
$� �	��
�

FonO� )Felix* �� �� !��	
$� �	��
�

OonJ� )Oskar* �� �� ���
$� �	��
�

OonF� )Oskar* �� �� ��
� $� �	��
�

+� %������ #�	��	 
���� 	� ���
$� �	��
 	�� ���� )Oskar* �
����� �� ���

(�� ��� ��
��
	 	��"� �� ������ ��	� �	�� �� �
����� �� ��� ����


��� ������ �� �	��
�

1.4 Ambiguities of Natural Languages

,������ ����
 ���������	

� ������	��� ��
�� ��� ��	������� �� ��� #���

���� ����
� �� - �
���� &�&. 	
� �
����� 	�� ��	��������� ���
� 	
�� ���/

�"�
� �	�� ������ 	����� �� 
����	
 	
������� 	
����� �
�� ��� 	����������

�� 	 �	��
	
 
	���	�� ���� 	� -��
���� 0� ��� ��

����� � 	��
�� �� �������


�	
����
	
 ��Æ��
���� ����� ��������� 
�����	�� ����� ��� �
��
��	����
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Example 1.16

�������� 	
� ��� 
��� ������ �� ��� �
	� ��
� �� ��� �
���� 	
� ������ ����

���
��� �� ��	� ����
�	��� 
� ��	��
������ ��
����
��� �
���� �� ��� ���
���

��
� ����� ��� ������� �
���� �������� ��	� 
� ��� ����������

“Everyone who sits quietly for the next hour

will get an ice cream when we stop for petrol.”

��
� ��
	��� ���� ���� ��
������ �
��  �� ���� ������
����� ���� �� ��!

����� ��
� ��� �
���� ��
�� �� �
�� "�� ����� ���� ��
���� ��
� �� �
���

�� ������� ��
��

“Anyone who misbehaves will not get ice cream.”

#���
��� ���� ���� ��� ������ ���� ��� ��
������� ��� 	������� ��� ��� �	�

	��
� ���� ��	���� ����� ��� ��� $������� ��� �
� ���� ��	���� ��� ����� ����


� ����� �� �
	�� �� ����� ��
� �
�� ���
��� �������� �� ����������� ���� 
����

�
��� �� ������ ��� ���
� �� ���� ���� �� ��� 	������� ��� ��� �������� �	�

	��
�� �� �� �� 
��
�� ��� �������� ��������� ��
� 
�� �� ��� 	������� ���� ���

�	� 	��
�� ���
������ �� ����� ���

���� %������ ��
���&�

#�� 
�� �� �
���� ��� ��
������ �
� �� �
�����
�� �
���
�� �� ���

������� 
� ���� 
� �� ���
��� 
 ������ ��� ��� 	������� �� ��� ����	
� ���� #�

�
� ����� ���������
��� 

���� ������� �� ��� 	������� �� ������������ ���

��
������ 
� �
���� ��������� ���� ��
� �� 
	��
��� ����� �
���� ��
� 
��

������

��� 	������� ���� ��� ��� �	� 	��
�� ���� �� ��� ��� �
�� ���

������

��� 	������� ��� �	� 	��
�� ����� ��
� �
� $������ �� 
���	��
���� ��

����� ���
�� ����� �� ������ ����� 
� ��� ���
������ �� �� 
��� ��� ���� 	����

��� 
���� ���� ����� �
����'� ����
�
���� ��
� �� ��� ��� 
	��
��� �
� ��
�

��� ������ 	������� ����� ���� ���� ������� 
 ����� �� ����� ��� ������

(������� �� �
�� ���� ���
���� ����� ��� ���� ��� 
��� ����� 
� ��� 	�������

���� $��	��� ��	��� ���� ������������ �� 
�� ��
������� ��
� ����� �
����

�
����

Example 1.17

)������ 
 ���� 
� 
 ����
��
�� ��
��� ��� ����������

“You may have coffee or tea with your meal.”

*��� 	��
��� ��������� 
 ���+��	���� �� ��� 
����	 �������������

“You may have coffee with your meal

or you may have tea with your meal.”

#���
��� ���� �� ��
��� �� ����� ���
��� ��� ��������� �� ��
� �� ��� 
�� ���

	�,��� ���� ��� ���� �� ���
�� 	�,��� -�� 	������� ��� ��������� �	��
�����
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�� ������� 	
� ����� 
���� �� ������ �� 	
� ��� ��� ����	� ��� ���� 	��

�� ��������� 	
�	 ���� �� 	
� 
��� ����� �� 	
�� ����� ���	����� ��	

���������� ����
��� 	
�	 ��� 
�� �	��� 
��� 	���

�� ������� 	
� ���	�����	 ������	 
��� � ����� 
����� ��� ����� ��	�����

������ ����� �	 ���� �� 	
� 
��� ����� �� 	
�� ����� �	��� �� ���	�����

��	 ���������� ����
��� 	
�	 �	 ������ 	���

 
� ���� ��	��	��� �! 	
� �������	��� �� 	
� 
��� �� ��
�	
��� 
��� ����

	� ���"���	��� ��	
�� 	
�� ���"���	���� �� !�������

“You may have coffee with your meal

and you may have tea with your meal.”

#������� 	
�� �� �	��� ��	 	��� ��	
��� �� �	 �� �������� 	
�	 	
� ���	�����	

��	���� 	� ����� ��� 	� ����� ��	
 ��������� ��	
 ���� 
����  
� !��������

�������	��� 
��
	 �� � 
��� ������	� ��	�����	�	��� �! 	
� ��	����� ��	���

�� 	
� 
����

“You may have coffee with your meal

and you may have tea with your meal,

but not both.”

$�� ��� ��	��%�� ��	
 	
���  
��� �� �� !��	 �	��� ��
�	
��� ��������� �����

��	
 	
�� �������	����  � ��� 	
�� �������� ��	 �� ��	������ 	
� !�������� 	��

�	�
�� �������	�����

� & You may have coffee with your meal�

� & You may have tea with your meal�

 
�� 	
� ����� �������	��� ��

'� � �( � �'� ��(�

#������� 	
�� �������	��� �� �! 	
� !��
 ����� ��� ��������� 	
� !��	 ��	��

�!	�� )*�
��� ��+ 	
�	 �� �������	��� � '���
 �� � ��( ��� �� 	��� �	 	
�

��
� 	�
� �� �	� ����	��� ��� 	
�� 
���� 	
�	 	
� 
��� �� ������ �� ��	���

�
�	������,

 
� ������
 
��� �� ��� �! modality �  
�	 �� may 
��� � ������ ���

	
�	 �� ������ do 
��� � ������ ��� �������	 �������	����� ��� �� ���� 	�

�� ����!�� 
�� �� 	���	 ���
 
�����	����

 � ������	�� !��
���	� 	
� ��	���� �� 
��
	 ��	������ 	
� !�������� 	��

�	�
�� �������	�����

� & You have coffee with your meal�

� & You have tea with your meal�

 
�� 	
� ��	��� �	�	�� �� 	
� 
��� ����� �	�����	� 	
�	 ���� ��� ����

���� �! 	
��� �	�
�� �������	���� ��� 	����  
�� ��� �� �������� �� 
���

'�-�������	( ����� ���
 ��

37



Propositional Logic

�� � � � � ��� � � �

“You have coffee with your meal

or you have tea with your meal,

but not both.”

��

�� � �� � � ��� � � �

“You have coffee but not tea with your meal

or you have tea but not coffee with your meal.”

��� ��	
 	
 
�	�� ��� ��
 
�� �� ��
 
����� �
����
 � ����	����� �	�
� ��	��


�
	��
� ���

 ��� �
�� ��
 �
�� 
��
�� ��

��� ����
 ��
 �	�
� �� ���
��

��
 �� ��


 �
�
���

� ��
 �	�
� 
��
�� ��
 ��
 ���	�� �� ���	�� �
	��
��

��
 ���	�� �� ��
 �
�� ���
 	
 �
�
�� 
�	�����	�� ��
 ������	��

��� � � �

“You do not have both coffee and tea with your meal.”

�� 
 �	���
����

�� � ��

“You do not have coffee with your meal

or you do not have tea with your meal.”

!��� ��	
 
	���
 "���	
� �����
	�	�� ��
 
�����
� � ��
����� �� �����	#

���	��
� ��	
 	
 ��
 ��
��

� �����
� 	� ��������	�� ��
 �

	�� �� 
�
�
�
$

��� �
��
 �� �
��	�� 
��� �

	��
 ����
���

Example 1.18

%� � 	
 ���

 ��
� �� �
&�	�	�� � � � 	
 ���
 ���������� �	 
�� 
��
� �	 ��

��	
 ��

����	�� �	�

 �	

 ��� 
� ���� �� � �����
� �� ���	��	��$ ��� ��

��
 �� �	
���
�
����	�� ��� �����
	��� !�� 
'����
$ �

��	�� ���� (����


	
 �� ���	���� ��� ��� 	
 ��� ��
 )	�� �� *��	�$ ��
 ������	�� �����
	�	��

	
 ���

+

“If Carlos is a man, then Carlos is the King of Spain.”

,��
�
�$ ��
 ������	�� 
���
�
�� 	
 ���
+

“If Carlos is a woman, then Carlos is the King of Spain.”

-� ��� �
 �	
�����
� �� ��
 ���
	�� �� ��
 ������
	��� ��
 ���� ��� ����

��
 ����
 
���
�
�� ��� �
 ���

 	
 	� ��
 ��
�	

 	
 ���
 ��	�
� ��
 ������#


	�� 	
 ���

� %� 	
 ����������
�� � ������ �	
����
��	�� ���� ��
 ����


	���	���	�� 	
 ���

$ �
 ��
 	���	���	�� 
����� �
 �
 ������
+
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“If Carlos is a woman, then Carlos is the Queen of Spain.”

���� �������	� �� �
�� �� ��

� ��
 �
�����
� ��� ���� 
����	 ���� ��� �
������

�	� �� �
��� ��� �
����� �� ��� ���
������	 �� ��
���

������ ���� �� � �����	 ��	�����	� �� �� ��

 �	��
����� �	� �
���

�

���
��� �	 ����
�
 �	���	��� �� 	���
�
 
�	������ ��
 �����
�� ��� �������	�

“If I told you once, I told you a hundred times!”

�� ���	� �� ��	��� ���� ��� ���� ���	 ��
� �������	� � ��	�
�� �����

�������	� ���� ������ ���	 ��
� �	���� ���� �������	�� �� ���
��� �� ������

�

��
�� ��� �� �	 �	��	��� ��� �� ����
��
� � �� �� ����
� �	
� �
� ���� ���

���� ���	 ��
� �������	� �� ��	� ������

!� �	����
 �����
�� ��� �������	�

“If he ever pays me back, then I’ll be a monkey’s uncle!”

���
����� ��� ����� ������ ��
����� ���� ��	�� 
�	� ��

 ���
 �� 
���
	���

�� ��	�
���	� �	 �������
�"��
�� ��	�
����	 �
�� ��� �
����� ����� �� ���	�

��	���� !� # ��	 	���
 �� � ��	 ���� �	�
�� ��� �	
� ��� ���� ���� �������	�

��	 �� �
�� �� �� �� 	���
 ���� �� ��� �

Example 1.19

$������ ���
 ������
 ���� ��� ��

���	� �� ����

“If you understand implication, then you will pass the exam.”

���
� �
� ���
 ���	�
��� �� ��	����
�

%� $������ ��� �	��
���	� ���
������	� �	� ��� ���� ��� ����� &
��

�

��� ���
� ��	����
 ��� ����� �������	� �� �� �
���

'� $������ ��� ����� �	��
���	� ���
������	� �	� ��� ���	 ��� �����

!���	 ��� ���
� ��	����
 ��� ����� �������	� �� �� �
��� �	� ���

����� ���	 ���	 ���
 ������
 �� �� � ���� ����� (�����
� ���� �������

���
� )��� �� �� ���� ���� ��� �	���� ��	�� �	��
���	� ���
������	�

��� 
����	 ��� ���
�� ��� ���� �� 	�� �	������
�
�� ������� ��� ��	��

�	��
���	� ���
������	� �� �	��
���	� ���� ���	�� ��	����
 ��� 	���

���	�
���

*� $������ ��� ����� �	��
���	� ���
������	� ��� 	�	����
��� ��� 
���

��� ����� ������� ��� �	��
���	� �	���� �� ��� 
��� �� ��� ����
��
�

���� ���� ��� ��	�
����� ���
 ������
�� �
���+ �� �� ���

 �
���

,� $������� -	�

�� ���� ��� �	��
���	� ���
������	� ��� ��� ���	 ���

���� 	�	����
���� #	 ���� ���� ��� ��� ���
 �	�
� ����
�� ���


������
� ��	�� �� ��� �������
� 
��	� �� ���� �.� ���
��� ���
 ������


���
� ���	���	 ���� �� �� ��
 ��� �
� 
��	�� �	 �
����	� ���� ���

�	��
���	� ���
������	��
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�� �������	 
�� ���� 
�� ��� 
�� 
�������� �
�
����
 
� �� ����� �� �� 
��

������� �� 
��� �����	 ��� ������
��� �������
���� 
���� 
�� ���������� ��

����� ���� ���� 
�� ������

Exercise 1.19 (Solution on page 411)

�������� 
�� �����
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Exercise 1.20 (Solution on page 411)
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1.5 Truth Tables
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Truth Tables
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Example 1.20

�������� ��� ��������� 
��� ������� ��� ���� �� � 
������ 
�����!

“Everyone who sits quietly for the next hour

will get an ice cream when we stop for petrol.”

"�� �� ����� ��� 
�������	 �����
 �������������

Quiet # You sit quietly�

Ice # You get an ice cream�

$�� ���� �� � ���
�
��� ��	�
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����� ��� ����� ��������� ���������� ��

Quiet� Ice % �
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Propositional Logic
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Exercise 1.21 (Solution on page 411)

%����� �
� ��������� ���� &'����� (�() ���� �� � ������� ����
��*

“If you understand implication, then you will pass the exam.”

!�������� �
�� ��������� ���� � ������������� �������� ��� ��� ��� ����
 �����

�� ������� �
�� �� �� ���� �� ������

Example 1.21

+��
����� ���
�� �� 	� �� � ����� ����	
�� ��� ����� �� 
���� �� 	� ���


���
�� ,�� �� ,����� �������� �� �
� �� ��������� �����	 ���
 ,�� ��� ,�����

�
� �����#� ���� �� 	� �� �
� ����� �� �
�� ���� ���
 �� �
����

-�� �� ����� �
� ��������	 ������ �������������

Cat . Catherine goes to the party�

Jim . Jim goes to the party�

Jules . Jules goes to the party�
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�� ��� �� ���������� �� ��������

Cat � ��Jim � Jules �
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Truth Tables
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Exercise 1.22 (Solution on page 412)

!
� ���� �
�� �
�� �	��� �� 
� � ����	 ����� 
� 
� 
�� �
�� ��
�
�
�

���

 ��
����� � " �" � ��� �# $	�� 
� �	��� ��� � � ��
�
�
�

���  ��
�����#

$	�� 
� �	��� ��� � ��
�
�
�

���  ��
�����#

Exercise 1.23 (Solution on page 412)
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Exercise 1.24 (Solution on page 413)
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Equivalences and Valid Arguments

1.6 Equivalences and Valid Arguments
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Example 1.24
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Propositional Logic
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Exercise 1.25 (Solution on page 413)
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�� � � ��� � ���

�� �� � �� � ��� � ���

�� ��� ���� ���

 � ��� ��� ��

!� �� �� � ���

"��	������� ��� �
���	��	 �� �����	������ 	
� #�����	� �� ����
��	�� ���$

�����% ��� ���
���% ��� &��	 ����
��	 ���
 '��	��� ��� ����� �(�)

�� Either this man is dead or my watch has stopped.

�� My watch is still ticking.

Therefore

�� This man is dead.

"
�� ����
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���� �
����� 	
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����������% 	
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�Dead �Watch� � �Watch � Dead

+����% 	
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Dead Watch � Dead � Watch � � � Watch � Dead

F F F F F F T F T F
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-� ���	���	% �������� 	
� ����
��	 ������	�� �� �������� ��. ����� �/�)

�� If my dog barks, then my dog doesn’t bite.

�� My dog doesn’t bark.

Therefore

�� My dog bites.
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Exercise 1.26 (Solution on page 414)
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1.7 Algebraic Laws for Logical Equivalences�
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Contrapositive Law
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Example 1.26
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Example 1.27
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Exercise 1.27 (Solution on page 415)
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1.8 Additional Exercises
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Propositional Logic
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Additional Exercises
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